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Polynémes orthogonaux

p=mesure de probabilités sur R.

P,(z)=orthogonalisation de Gramm-Schmidt de 1, z, z2, ... pour le
produit scalaire

(P.@) = [ P()QL)u(a)
La mesure est déterminée par ses moments:
mp = /x”,u(dx)
Récurrence a trois termes:

Pn+1(z) = (anz + bn)Pn(z) + CnPn—l(Z)
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Souvent les coefficients m,, et a,, b,, ¢, ont des interprétations
combinatoires, et la formule (1) peut d’interpréter de fagon
bijective.

cf

P. Flajolet, P. Combinatorial aspects of continued fractions.
Discrete Math. 32 (1980), no. 2, 125-161.

X. Viennot, Une théorie combinatoire des polynémes orthogonaux
généraux

et beaucoup d’autres....
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Exemples
Polynémes de Tchebychev:

1 2n
m2n:n+1<n>7m2n+1:0 an:]-abn:OaCn:]-

moments=nombre de Catalan

1
p(dx) = 54— x2dx, x € [~2,2]=loi du demi-cercle
™

Polynémes d'Hermite:
(2n)!
2npl’

moments=nombre d'appariements

mop, = m2,,+1:0 a,,zl,b,,zO,cn:n

_x
2 —loi de Gauss

T Von
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La plupart des polynémes orthogonaux “intéressants” rentrent
dans le schéma d’Askey:

ils peuvent étre déduits des polyndomes d’Askey-Wilson par des
spécialisations de parameétres et des passages a la limite.
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Polynomes d’Askey-Wilson

(dX) _ (e2i07 q)oo dx
M) = 1 (@6, q)ao(be™, q)oc(ce, @)oo (de, @)oo | VI— 2
X = cos @
(27 q)oo — H(l - ZqJ)
j=0

Les coefficients de récurrence et les moments sont connus
explicitement.

Interprétation combinatoire: en progres:

(cf Corteel, Sylvie; Williams, Lauren K. Staircase tableaux, the
asymmetric exclusion process, and Askey-Wilson polynomials.
Proc. Natl. Acad. Sci. USA 107 (2010), no. 15, 6726-6730.)
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Polyndmes orthogonaux sur le cercle unité.
4= mesure positive sur le cercle unité.

Gram-Schmidt de 1, z, 22, ..

. — ¢n(z) (polyndmes orthogonaux
pour ).

La relation de récurrence est diie a Szego : il existe a, € C tels que
¢n(z) = 2"0n(1/2)

{ Pni1(2) = 2¢n(2) + anp193(2)
¢:+1(Z) An+12¢n(2) + ¢(2)
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Soit . .
du(e?) = w(e'®)db

o (a€?,q)u
W(e )_ (bei0>q)oo
(2, 9o = [[(1 - 2))

j=0

Pourquoi étudier ces polyndmes?

lls interviennent quand on essaie de comprendre les liens entre
addition et multiplication au moyen de la transformation de
Fourier...
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w a un prolongement holomorphe qui satisfait

wlqgz :(qz_é)(l_bz)WZ
(92) (92— B)(1 — a2) (2),

Cela implique pour les polynémes orthogonaux:

{ bn(qz) = Pn(2)¢n(z) + Qn(2)95(2)
¢n(9z) = Rn(2)Pn(2) + Sn(2)¢7(2)

P, @, R, S=polynémes
Rappel:

{ nt1(2) = 2¢n(2) + anr197(2)
T,+1(Z) = &n+lz¢n(z)+¢fr(z)
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On peut mettre les relations de récurrence sous la forme

o= (3162)

ou
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On reprend I'équation

A(2)
avec
-
2 az
SO vy
Aiz) = (Eliéiz;)el

Philippe Biane

zZ=Yy
kpz? + bz + 6

z—y
I~€222+b2+(92
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satisfont:

det A(2)
det A(z)

R
=

=Y
iy

K12? + az + 64 z—y
cz(z — w) K222 + bz + 0,

fi1z% + 3z + 6, z—y
¢z(z— W)  Epz’+bz+ 0,

kike(z—a)(z— a)(z—a)(z — a)
gr1k2(z — a)(z — @)(z — 3)(z — c)
gr1, K2 = k2

qb1, 0 =0,

Philippe Biane Polynémes orthogonaux et Painlevé



L'espace des matrices

2
_ (k1z°+az+ 01 z—y
Alz) = ( cz(z—w)  kpz?+bz+ 92)

det A(z) = k1ko(z — a)(z — @)(z — 3)(z — &)

est une variété algébrique X, o, c5.con1.n0.01.0,0 iSOMorphe & P2(C)
éclaté en 9 points.

Philippe Biane Polynémes orthogonaux et Painlevé



Blowing up P 2(C) at nine points
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I'application
A(z) — A(2)

est une transformation birationelle de P?(C) qui donne un
isomorphisme entre

Xer,ca,c3,ca,51,72,01.0
et

XCl,Cz,C3,C47q1€17l€2,q91,92
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2
_ (k1z°+az+ 01 z—y
Alz) = ( cz(z—w)  kpz? +bz+ 92)

Introduisons des coordonnées sur ces variétés
y est I'unique racine du coefficient 12 de A,

E=(y—a)ly — @)/(ky?+ay + 61)
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Dans ces coordonnés la transformation est:

y =7 avec

S = —grir2b1&(y — 3)(y — ca) — gb2(y — a)(y — 2)
+f((q2n191 + /1292)y2 — qr1Kk203Yy + 2g616>)

T = —rr3y(y — a3y — a) — @ray(y — a)ly — @)
+€y(2qr1k2y? — qrikao1y + (qPK161 + Ka2))

ac E—)-Ly-a)Ey-2)-L(y-a))

STy ) - Sy PNy ) Ay )
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Une vision plus conceptuelle de cette transformation

Neuf points sur P?(C) determinent une unique cubique. Le groupe
de Picard de P?(C) éclaté en neuf points est de dimension 10, et

contient un réseau Eél), orthogonal a la cubique.

Eo—&E—E—-&

|

O (0]

E1—E E—E3 83 -84 Ea—E E5—E E6—E7 E1—E E3 — &
Dynkin diagram of Eél) inside Pic(X)

Eo=droite générique dans P?(C), &1, ..., Eg=droite passant par un
point éclaté.
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La transformation birationnelle de (£, y) induit sur ce groupe de
Picard une transformation de matrice:

6 2 2 2 3
-2 0 -1 -1 -1
-2 -1 0 -1 -1
-2 -1 -1 0 -1
0o 0 o0 0 O
-3 -1 -1 -1 =2
-3 -1 -1 -1 -1
0o 0 o0 0 O
-2 -1 -1 -1 -1
-1 0 0 0 -1

OO OOOOOoOOoOOo
OO O OO+ OOOoOOo
|
[y
|
[y
|
[y

-1 0 O
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C'est un élément du groupe de Weyl affine Eél) (une translation),
qui se décompose en réflexions élémentaires

¢ = o WaW3W2WoW1 WoW3W4

Ces transformations correspondent a des transformations
élémentaires

on éclate trois points a, b, ¢, puis on "compresse” les trois droites
ab, bc, ca.

a=(1:0:0), b=(0:1:0), ¢c=(0:0:1)

P2(C) — P2(C); (x:y:z)—=(yz:xz:xy)~(1/x:1/y:1/z)
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Elementary Cremona transformation

be
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Polyndmes orthogonaux et transformation de Fourier

La transformée de Fourier "additive” d'un caractere multiplicatif

est
o T4 —it)2) 1
1/2+4it _ 1/2—it
Fx F(1/4+it/2)

Si on interpréte x1/2T1t et x1/2-1t comme deux ondes dans des

sens opposés, et alors
r(1/4—it/2)
r(1/4+ it/2)
est un décalage de phase.
Cela suggere de considérer la transformation de Fourier comme une
dispersion ("scattering”).
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Théorie de la dispersion (”scattering”)
On envoie une onde sur un obstacle.

>
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Théorie de la dispersion (”scattering”)
On envoie une onde sur un obstacle.

>

AN S/ g N4

> qui est réfléchie avec la méme fréquence:

\_/
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et un décalage de phase:

Ce décalage dépend de la fréquence de I'onde entrante.

Le probleme inverse consiste a déduire la forme de I'obstacle
connaissant le décalage.
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Traitement mathématique
L'équation des ondes stationnaire est:

2
k) + al)(x ) = R, k) x € [0, o]

d

Quand x — oo,

|M(k)|

w(& k): K

sin(kx — n(k)) + o(1)

n(k) = arg M(k) est le décalage de phase créé par le potentiel g.
Probléme inverse:
retrouver g(x) a partir de n(k).
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On veut réaliser le décalage

(k) = 1
Théoreme de Burnol.

Le potentiel pour le décalage
Ma+it/2)[(b—it/2)
Ma—it/2)[(b+ it/2)

s'exprime en terme de la solution d'une équation différentielle de
Painlevé VI..

La limite

Ma+ it/2)[(b—it/2) M(a+it/2)
Ma—it/2)0(b+it/2) "~ T(a—it/2)

donne une équation de Painlevé Ill.
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L'équation de récurrence pour les polynémes orthogonaux sur le
cercle unité

{ ?n—l—l(z) = Z(ﬁn(z)“‘an—i-lzn(l_sn(z)

bnr1(z) = Z_nﬁbn(z)"‘&n—i-lz_l@bn(z)

est une version discrete de |'équation des ondes.
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Théoreme: (Case-Kac, Case-Geronimo): résoudre le probleme
inverse pour le décalage

f(e)/F(e”)
est équivalent a trouver les coefficients de récurrence pour

do
du(0) = W

(f analytique dans le disque unité)

Dans notre cas,

(aem’ 9)oo ?
(be'?, q) oo
est une aprroximation de la fonction Gamma. On retrouve le
résultat pour la transformation de Fourier par un passage a la
limite.

w(e) =
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