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Résumé

Les opérations de contraction et d’insertion dans les graphes — selon la prédiction de
G.-C. Rota — conduisent & des algébres de Hopf . On décrira deux exemples principaux, liés
aux diagrammes de Feynman et & la monodromie d’équations différentielles. On explicitera
les théorémes de structure sous-jacents.

1 Algébres de Hopf

1.1 Origines

La notion d’algebre de Hopf apparait pour la premiere fois en topologie dans les travaux
d’Ehresmann. Il s’agissait d’étudier la cohomologie des groupes unitaires. Comme ’espace sous-
jacent est un groupe, on dispose d’une application G x G — G (la multiplication) qui donne par
dualité un coproduit sur la cohomologie.

1.2 Définitions

Un espace vectoriel A est muni d’une structure d’algébre si on se donne une multiplication.
Celle-ci définit une application linéaire

m:ARQA— A

Les diverses propriétés de la multiplication (commutativité, associativité, existence d’une
unité, . ..) se traduisent sur m, par exemple ’associativité correspond a

mo(m®I)=mo(I®m): ARARA— A
Dualement un coproduit sur un espace vectoriel C' est une application linéaire
A:C—-CxC

En renversant le sens des fléches, on peut définir des notions de coassociativité, cocommutativité,
etc... Par exemple la cosassociativité du coproduit s’écrit

(ARNoA=IRA)cA:C—-CCC

Une algébre de Hopf est une algébre H, munie d’un coproduit tels que ces deux opérations
soient compatibles c’est-a-dire que A : H — H ® H est un morphisme d’algébres et que m :
H ® H — H est un morphisme de cogébres. On parle alors de bigébre. Pour avoir une algébre



de Hopf il faut que le produit et le coproduit soient associatifs et en plus admettent une unité
et une counité, ainsi qu’une antipode.

Exemple : Soit H l'algébre des polynémes en n variables sur le corps K, A = K[z1,...,x,)
on définit le coproduit par extension linéaire et multiplicative de

Alz)=1Qz;+z;®1
On peut interpréter ce coproduit comme une doublement de variables :

A:A—-AQA~K[2y, ... 2 2], ... 2]

n

/ / 2 2 / iz / 1
AP(zy,...,x,,x1,...,x,) = P(a] +27,...,2, +x,)

Remarque : le dual d’une coalgébre est une algébre, mais la réciproque n’est pas vrai en
dimension infinie, cela provient du fait qu’en général le dual d’un produit tensoriel est plus grand
que le produit tensoriel des duaux : H* ® H* C (H ® H)* mais pas d’égalité, par conséquent
m* : H* — (H ® H)* n’a pas de raison de prendre ses valeurs dans H* @ H*.

1.3 Structure des algébres de Hopf commutatives ou cocommutatives

1l s’agit de résultat dis a Cartier, Milnor-Moore, Quillen.

D’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, toute algébre de Lie se plonge de maniére
universelle dans une algébre associative (appelée son algébre enveloppante). Cette algébre en-
veloppante est naturellement munie d’une structure d’algebre de Hopf cocommutative pour le
coproduit défini par

Alz)=1z+231 (1)

pour tout x dans l'algébre de Lie. Réciproquement, dans une algébre de Hopf cocommutative
les éléments = satisfaisant (1) s’appelle les éléments primitifs. Ils forment une algébre de Lie,
et I’algébre de Hopf est isomorphe & 'algébre enveloppante de cette algébre de Lie. La version
duale de ce résultat énonce qu'une algébre de Hopf commutative graduée est isomorphe, en tant
qu’algébre, & une algébre polynomiale.

2 Algebres de Hopf combinatoires

La notion d’algebre de Hopf permet de donner une version algébrique des opérations combi-
natoires de concaténation et déconcaténation.

2.1 Algeébres libres

Considérons l'algébre de Lie libre de générateurs &1, ...,&,, son algébre enveloppante est
I’algébre libre engendrée par &1, ..., &,. Elle admet une base linéaire formée par les mots sur 1’al-
phabet &1, ..., &, (le mot vide étant I'identité). Le produit dans cette algébre est la concaténation
des mots

(1. xp) (Y1 Yg) =T1...TpY1 ... Yq

le coproduit est encore donné par
AlG)=106+5®1

Sur un mot 1 ...z, on a

Azy...xp) = g Tiy oo Ty @ Ty - Ty



la somme portant sur toutes les permutations i; ..., de [1, p] ayant une seule descente.

On peut dualiser cette algébre de Hopf de la fagon suivante. On considére toujours I'espace
vectoriel engendré par les mots sur &1, ..., &,, mais cette fois-ci le coproduit, dual du produit de
concaténation, est donné par la déconcaténation, on a :

Alw) = Z W @

w=w'w!

Le produit, lui s’appelle le produit de mélange (ou “shuffle"), donné par

1. TplTpy1 .. Tpgg = g To(1) -+ - To(ptq)

(p)
aesp-&-q

ou la somme porte sur les permutations o qui ont une seule descente en p. Le mélange est
commutatif, donc d’apres le théoréme de Milnor-Moore, 1’algébre correspondante est une algébre
polynomiale. On peut montrer qu'une famille de générateurs est formée par les mots de Lyndon,
c’est & dire les mots qui sont strictement inférieurs, dans 'ordre lexicographique, & toutes leurs
permutations circulaires.

2.2 L’algébre de Faa di Bruno

Les séries formelles
f(z) =24 cor® + 32 + ...

forment un groupe pour la composition, en effet si f et g sont des séries formelles, f o g(x) =
f(g(x)) est bien définie comme série formelle, et de plus toute série admet un inverse pour cette
opération. Ce groupe est de dimension infinie, on peut introduire une algébre de Hopf associée
en considérant ’algébre des polynémes en une infinité de variables F'B = K|cg, c3,...], ou les ¢;
sont considérées comme des fonctions sur le groupe. Ceci permet de donner & KJcg,cs,...] une
structure d’algebre de Hopf, le coproduit étant défini par A(ck) = cx(f o g) ou

f(x):m+a2x2+a3$3+.__’ g(x):a:+b2:c2+b3x3+,__

et on identifie a; = ¢; ® I,b; = I @ ¢; ce qui donne A(c;) € FB® FB.

2.3 Algeébre de Hopf des arbres plans

Dans le but de comprendre conceptuellement les calculs de renormalisation en théorie quan-
tique des champs, Kreimer a introduit une algébre de Hopf construite sur des arbres plans
enracinés. Plus précisément, en tant qu’algébre c’est une algébre de polynémes en une infinité
de variables, ces variables étant indexées par les arbres planaires enracinés finis. Les mondémes,
qui sont des produits d’arbres, sont identifiés & des foréts. Le coproduit est défini a ’aide d’une
notion de coupure admissible dans un arbre. Chaque aréte d’un arbre coupe en effet 'arbre en
deux parties, dont I'une contient la racine. On peut enraciner 'autre partie a l'extrémité de la
coupure. Une famille de coupures d’un arbre plan enraciné est dite admissible si tout chemin al-
lant de la racine & une feuille de ’arbre est coupé au plus une fois. Une telle famille de coupures
(applelons la ¢), produit une forét d’arbres enracinés, donc I'un contient la racine de ’arbre dont
on est parti, on désigne alors par P¢(t) cet arbre, et par R°(t) la forét des arbres ne contenant
pas la racine. Le coproduit est alors donné par la formule

Alt)y=e®@t+t®e+ Y P(t)® R(t)

C



dans laquelle la somme porte sur les coupures admissibles de ¢. La figure ci-dessous montre un
arbre avec un systéme de deux coupures admissible, et le terme correspondant dans le coproduit.

A@@/\/\

2.4 Algébre de Hopf de diagrammes de Feynman

L’algébre précédente a été raffinée par Connes et Kreimer en une algeébre de diagrammes.
C’est une algébre de polynoémes dont les générateurs sont indexés par les graphes connexes. Il
est commode pour décrire ces graphes de voir chaque aréte comme étant composée de deux
demi-arétes. Un graphe est alors donné par un ensemble de sommets, de chaque sommet partent
des demi-arétes, et certaines de ces demi-arétes sont recollées pour former des arétes, toutefois
certaines de ces demi-arétes restent seules (on parle alors de demi-arétes externes). Le coproduit
est défini en utilisant des coupures du graphe en deux régions. Soit I' un graphe connexe, pour
chaque coupure du graphe en deux régions, dont I’'une ne contient que des arétes internes, on
considére le graphe ~y formeé par les sommets de cette régions et leurs demi-arétes. On note I'/ /vy
le graphe obtenu & partir de I' en "collapsant" les composantes connexes de v. Le coproduit est
alors :

A =S/ /) @

v

2.5 Algébre de Hopf et multizétas

La fonction zéta est définie par ((s) = 3, . Ses valeurs aux entiers, (n), ont une grande
importance arithmétique. On peut généraliser ces nombres en considérant des sommes du type
€(3,2) = > gcmen ﬁ, ou plus généralement, avec une notation évidente, ((ny,...,ng). Ces
nombres vérifient des relations algébriques simples, qui se décrivent naturellement en terme
d’algébre de Hopf. On conjecture que les relations ainsi obtenues sont les seules qui existent
entre tous ces nombres. Des résultats importants dans ce domaine ont été obtenus récemment
par Francis Brown.
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