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arbres décroissants (DT) :
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formule de équerre pour les arbres

Le nombre d'arbre décroissant standard de forme T est donné par

n!
CT = — 7~

[ HL(o)

oeT

ou HL(o) est la taille du sous arbre enraciné en o
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Preuve de la formule des équerres pour les arbres

Par induction sur la structure des arbres :

n

Pour choisir un arbre décroissant avec les symboles
{ar<ax<---<apt:
m on met a, a la racine;

m on sépare les n — 1 éléments restants {a; < ap < -+ < ap_1}
en i éléments /| a gauche et j-éléments a droite J;

m on choisi un arbre sur / a gauche et un arbre sur J a droite;
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Preuve de la formule des équerres pour les arbres

n
T= i on=i+j+1
A/O\B
_ |
7= (” ' 1) CaCs = (nil jul)'CACB
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Preuve de la formule des équerres pour les arbres

_ —1)!
G:C'vg%:MTPQ%
] 1yl

n! il J! n!

=i I1 HL(a) T HL(a) ~ HL(root) [] H.L(a) I1 HL(a)

acA beB acA beB
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Arbre décroissant d'une permutation

PN

3 5 2
AN
1

Bijection : Permutations, <— ArbreDecroissants,,.
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Inversions et longueur

Une inversion d'un mot w = hh ... I, est un couple (i,)) tel que
i<j and [>1.

Nombre d'inversions : ¢(o)

0(368152974) = 2



Autour de la formule de équerre pour les arbres Avril 2011 12 of 35

Descentes et indice majeur

Une descente d'un mot w = fi /..., est un entier i < n tel que

i > /,'_|_1 .

Indice Majeur (Mac-Mahon) = Somme des descentes : Maj(o)

1 23 456 7 89
o= 368152974
descent position 3 5 7 8

Maj(368152974) = 34+ 547 4 8 = 23.

PR sl



Autour de la formule de équerre pour les arbres Avril 2011 13 of 35

Equirépartition de Mac-Mahon

q—entier:[n]:1+q+q2+...+qn—1:1—q _

Z g = Z gMaile) = [1q[2g - - - [nlq = [nlg!

ceG, oeG,
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Raffinements

n

g-entier : [n]:]__|_q_|_q2+_|_qn_1 _ 11__qu

> d7= X qMa“"‘l>=[n1q!H[/cv’l

AD(o)=T AD(@)=T oo Lhola

ot 8, est le nombre de noeuds du sous arbre droit de o

Note : £(c) = £(o™1).
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Raffinements

n

g-entier : [n]:]__|_q_|_q2+_|_qn_1 _ 11__qu

o) Maj(o ) g
> d = >, ™ =[n]q!H[h_

AD(0)=T AD(0)=T o7 [holq

ot 8, est le nombre de noeuds du sous arbre droit de o

Note : £(c) = L(o™1).
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Inversons les permutations !

1 2 3 45 67
56 7 2 3 41

g =

On remplace une lettre par sa position :

arbre décroissant arbre de recherche
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Recherches et insertions binaires

Si T est un arbre binaire de recherche et a une lettre, il existe une
unique position ot I'on peut ajouter une feuille étiquetée a telle que
['arbre résultat a — T soit un arbre binaire de recherche.

m si T est vide, alors retourner |'arbre (@);

m comparer a avec la racine de T ;

m s'il est plus petit ou égal, on insére récursivement a dans le
sous-arbre gauche;

m s'il est strictement plus grand, on insére récursivement a dans
le sous-arbre droit.
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Insertion du mot cadbaedb
b,8 d7 B @ e,6 ® ® a5
@,@%@,—w*‘,ﬂ.—w CICIE
I o, = -
% s 'C%.
b & ® Q@ ® (b@@@@@@

@O@@@@@
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Bijection sylvestre

mot <— (arbre de recherche , arbre décroissant)

cadbaedb <+—

Soit A un arbre binaire de recherche de forme T

Ct = nombre de mots dont |'arbre de recherche est A

PR sl
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Le produit de mélange LLI

wll=1ww=w 1 : mot vide,
Uxw Vy = (U Vy)x + (Uxw V)y X,y €A, U, v e A"

abalw cb = abach+ abcab + abcba + acbab + acbba
+ acbba + cabab + cabba + cabba + cbaba
= abacb + abcab + abcba + acbab + acbba
+ acbba + cabab + 2 cabba + cbaba
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Comment obtenir un arbre de recherche

C(T) : I'ensemble des dont I'arbre de recherche est T

C(T) = (C(A)wc(B))u
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Arbre de recherche standard

Les valeurs des lettres de |'arbre de recherche n'interviennent pas.
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Mélange décalé

2111123 = 34521 + 34251 + 34215 + 32451 + 32415
+ 32145 + 23451 + 23415 + 23145 + 21345

B(312,21) = (3121w 65)4
= 312654 + 316254 + 316524 + 361254 4 361524+
365124 + 631254 + 631524 + 635124 + 653124



Autour de la formule de équerre pour les arbres Avril 2011 23 of 35

Des permutations aux séries génératrices

n+m) _ (ntm)!

Siae G, etfeS, Alors, il y a exactement (
termes dans le mélange « L 5.

Par conséquent :

n
b ar— — pour toute permutation o € &,
n!

vérifie

O(a f) = o()®(5)
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B(312,21) = (3121 65)4
= 312654 + 316254 + 316524 + 361254 + 361524+
365124 4 631254 + 631524 + 635124 + 653124

n

d>:ab—>—| pour @ € &,
n!

Alors a € &6, S € G,

m >

(n+m+1)!
A / Y= / O (a)d(3) dt

- (n+ m+1)m!n! m!n!

®(8(a.5) = (
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Exemple d'un terme

“
t/s\’-‘—2

/ N\ AN
1 1 1

t
/N
1 1

—— Preuve de la formule des équerres.
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Intégration et tri rapide.

B(c, B) est I'ensemble des permutations telles que si I'on choisit le
dernier élément comme pivot, la partition du tri rapide stable est
(c, m, B[m+ 1]).

312, 4, 65

312654 316254 316524 361254 361524
365124 631254 0631524 635124 653124
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Arbre binaire complets

L
N
A
on résout |'équation
F(t) =t+ B(f(t),f(t)) et f(0)=0

on compte |'ensemble des permutations pour lesquelles I'algorithme
du tri rapide fait toujours, lors des appels récursifs, une partition
non triviale en choisissant le dernier élément comme pivot.
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Arbre binaire complets et Tangente

Q< C<OC\O
F(t) = t + B(F(t), (£)) = /tf(t)Zdt

est équivalent a
F'(t) =1+ f(t)?
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Intégration et tri rapide.

Le coefficient de x" de la fonction tangente est la probabilité
qu’une permutation prise uniformément au hasard, ne donnera
Jjamais de partition triviale lors des appels récursifs du tri rapide.
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Intégration et tri rapide.

Le coefficient de x" de la fonction tangente est la probabilité
qu'une permutation prise uniformément au hasard, ne donnera
Jjamais de partition triviale lors des appels récursifs du tri rapide.

On peut donc calculer 7 avec le tri rapide !




Autour de la formule de équerre pour les arbres Avril 2011 31 of 35

Calcul dendriforme

willl=1ww=w 1 : mot vide,
Uxw Vy = (U Wy)x + (Uxw V)y X,y €A, U, Vv e A%

On coupe le mélange en deux :

Ux < Vy = (U w Vy)x et Ux = Vy = (Uxw V)y
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Relations dendriformes

On coupe le mélange en deux :

Ux < Vy = (U w Vy)x et Ux = Vy = (UxLw V)y

m(u<v)<w=u=<(vww)
mu>(v=w)=(uwv)>w
m(u-v)<w=u>(v<w)
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Calcul dendriforme et formule des équerres

B(a,B) =a > (1) <

= (W)= 1) =(1) @)

En appliquant les relations dendriformes toute expression peut
s'exprimer comme une somme d’expressions arbres.

Algébre libre sur I'opérade dendriforme

J

Unversth
PR sl
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fractions rationnelles et permutations

Permutations — fraction :

1
Xl)(Xl + X2)(X1 + X0 + X3)(X1 + X2 + X3 + X4)

F1234 :==
(

1
F. =
13T 00) (e + x2) (a4 x2 + x1) (% + x2 + x1 + x3)

1
()02 +xa)(x1 + X2+ xa) (X1 + X2 + X3+ Xa)
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produit de mélange

Fo(X1, .oy Xm)Fa(Xmt1s - -+ s Xmtn) = Z Fy(x1, -y Xmtn)

yEa B
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@)
= (2] ®
O ®

Permutations qui donne cet arbre :
53124 35124 51324 15324 31524 13524 31254 13254

Somme des fractions correspondantes :

Fs3124 + F35124 + F51324 + F15324 + F31524 + F13524 + F31254 + F13254
B 1
- X1X3(X1 + xo + X3)X5(X1 + X0+ x34+ x4 + X5)
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Extensions

m forets récursivement étiquetée.
m (g, t) - version (Novelli-Thibon)

m version multivariée (H-Reiner)



