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Le probleme d'Hurwitz

Motivé par des questions géométriques (compter les classes
d'équivalence de revétements ramifiés de la sphére), Hurwitz s'est
posé la question suivante: étant donné une permutation o,
combien y a-t-il de factorisations ¢ = tj - - - t,, telles que
» chaque t; est une transposition,
> |a factorisation soit transitive, i.e. le groupe engendré par
ti,...,tm agisse transitivement sur {1,...,n},

» m ait la valeur minimale telle qu'il existe une telle
factorisation transitive.
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Le probleme d'Hurwitz

Motivé par des questions géométriques (compter les classes
d'équivalence de revétements ramifiés de la sphére), Hurwitz s'est
posé la question suivante: étant donné une permutation o,
combien y a-t-il de factorisations ¢ = tj - - - t,, telles que

» chaque t; est une transposition,
> |a factorisation soit transitive, i.e. le groupe engendré par
ti,...,tm agisse transitivement sur {1,...,n},
» m ait la valeur minimale telle qu'il existe une telle
factorisation transitive.
Si o est de type cyclique (A1,...,Am), le nombre est
m AN

ety

[Hurwitz, 1891]  [Strehl, 1996] [Bousquet-Mélou—Schaeffer,
2000]
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Le cas oll o est un n-cycle est déja intéressant. La condition de
transitivité est alors automatiquement vérifiée, et on obtient:

Théoreme
Le nombre de factorisations du long cycle c = (1,2,...,n) en
produit de n — 1 transpositions est n" 2.

[Dénes, 1959]
[Moszkowski, 1989] [Goulden et Pepper, 1993] (bijections avec
les arbres de Cayley)

Example

Les trois factorisations minimales en transposition de (123) sont:

(123) = (12)(23) = (13)(12) = (23)(13).
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Une précision: pourquoi le nombre minimal de transpositions pour
factoriser cest n —17

» Si t est une transposition, entre deux permutation o et o - t,
le nombre de cycles varie de £1.

» Donc t1 ---tj a au moins n — i cycles.

» Donci>n—1sity -t aun seul cycle.
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Les partitions non-croisées

Ce dernier résultat sur n"2 peut aussi se traduire en termes de
partitions non-croisées.

Définition
Une partition de {1,...,n} est non-croisée si il n'existe pas

i <j< k< tels que i et k soient dans un méme bloc, j et | dans
un autre bloc.

Example
La partition 126/34|5/79A|8 est non-croisée.

.—mr.\».
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Les partitions non-croisées

Notons NC, I'ensemble des partitions non-croisées sur {1, ..., n}.

Proposition (Kreweras, 1972)

» Le cardinal de NC,, est le néme nombre de Catalan 2,711 (2n”).

» Muni de l'ordre de raffinement, NC, est un treillis. Le
minimum est la partition en singletons 1|2|...|n, le maximum
est la partition en un seul bloc 12. .. n.

» le nombre de chalnes maximales w1 < 7y < --- << mw, dans NC,
est n"2.

6
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A une permutation o, on peut associer une partition (o) donnée
par la décomposition en cycles.

Théoreme (Biane, 1997)

Soit une factorisation ¢ =ty ...t,_1 du long cycle en
transpositions. Alors

I'I(l), |_|(1.'1), n(tltz), ceey I'I(tl C 1.',,_1)

est une chalne maximale de partitions non-croisées. Ceci définit
une bijection entre factorisations du long cycle en transpositions et
chaines maximales de partitions non-croisées.

Example

(1234)=(24)(14)(32)
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Une idée de la preuve:

» d’abord, on montre que t;---t; a n — i cycles. En effet, le
nombre de cycles varie de +1 pour aller de j a i + 1, pour
i =0 on a n cycles (permutation identité), pour i = n—1 on
a 1 cycle.

» On a
c(i,j)=1,....n).(0,;7)=(1,...,0,j+1,....,n)(i+1,...,J)).
Ces deux derniers cycles ont la méme structure que ¢
lui-méme (décalage cyclique sur un ensemble totalement
ordonné). Et ils forment une partition non-croisée a deux
blocs de {1,...,n}.

» En itérant le point précédent, on voit que chaque élément
M(ty...t) a la structure requise (d'abord pour i = n— 1, puis
i—i—1).
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Le but de ce travail est de raffiner I'énumération des factorisations
minimales (ou des chaines de partitions non-croisées) en
introduisant un poids multivarié (un mondéme en des variables

X1, X2,...)

Commencons par le cas a une seule variable.
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Soit 7, p € NC,. On suppose 7 < p, c'est-a-dire 7 est obtenue a
partir de p en “cassant” un bloc B € p en deux blocs By, B».
On distingue alors deux cas: Bj et B, sont emboités, ou non.

Nmﬂm

m —~ S

Définition
Dans le deuxiéme cas, on note w C p.
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Soit 7, p € NC,. On suppose 7 < p, c'est-a-dire 7 est obtenue a
partir de p en “cassant” un bloc B € p en deux blocs By, B».
On distingue alors deux cas: Bj et B, sont emboités, ou non.

Nmm

m —~ S

Définition
Dans le deuxiéme cas, on note w C p.

Théoreme

n—2

ZX#{i:ﬂ;Iﬂ'H-l} — H(,X +n— [)

i=1
ot I'on somme sur les chaines maximales de partitions non-croisées
T1y.-.yTp.
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Pourquoi définir une telle relation “C" 7

> Elle a permis d'interpréter en termes de partitions non-croisées
une formule d'équerre & un paramétre sur des arbres (formule
de Postnikov—Lascoux—Du—Liu).

» On peut définir des partitions non-croisées associées a un
groupe de réflexion réel (ou groupe de Coxeter fini). Les
chalnes maximales de ces partitions non-croisées sont comptés
par la formule de Deligne—Chapoton.

La relation “C" peut étre étendue dans ce cadre et donne un
raffinement a un parameétre de la formule de
Deligne—Chapoton.
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Remarque

Le cas X = 1 du théoréme redonne le cas connu (énumération non
pondéré). Le cas X = 0 dit que le nombre de chaines maximales
m1 C -+ C 7y est (n— 1)1 En effet, ce sont exactement les
chalnes de partitions en intervalles, que I'on peut aussi interpréter
comme les chalnes maximales du treillis booléen.
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Soit Pp(X) le membre de gauche dans le théoreme, alors on a la
récurrence:

Proposition

Pax) = 22222 :11 (521 Px)eni0).

Démonstration

Considérons d'abord I'action du long cycle sur les chaines
maximales de partitions non-croisées. Chaque orbite a n éléments,
et contient exactement deux éléments tels que 7,_1 C w,. Cela
permet d’obtenir le facteur 2 + X(n — 2).

Ensuite, soit B; et B; les deux blocs de m,_1 (on les numérote,
quitte a diviser par deux le résultat final). En regardant ce qu'il y a
sous B, et sous By, on voit deux chaines de partitions non-croisées
de taille i et n — i, ce qui permet d’écrire la récurrence.
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Cette récurrence donne une équation différentielle sur la série

., . . Zn . ,
génératrice exponentielle > -, Pp—1(X)%;. On peut l'intégrer
pour obtenir une équation algébrique qui est essentiellement celle
de la série des nombres de Fuss-Catalan, et on en déduit la formule
exacte.

Remarque
Dans le cas X = 1, l'identité précédente est:

n—2 _ N — (n-2 2 \n—i—2
"t =g Z i) (n—1) .
i=1

(cas particulier d'une identité d'Abel).
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Et le cas multivarié ?

L'idée est la suivante: au lieu de considérer le polynéme
ZX#{““'H’T"“}, on va remplacer chaque puissance de X par un

monome en Xi, Xp,... Le résultat est le suivant:
Théoreme
n—2 n—2
ZHX’_X[TFiiﬂiH] — H(iXi +n— i)
i=1 i=1

ot I'on somme sur les chaines de partitions non-croisées
7o << -+ << mp_1, et x[...] vaut 1 ou 0 selon que le contenu des
crochets est vrai ou faux.
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Mais la preuve précédente ne s'adapte pas immédiatement. En
notant P,(Xo,...,Xn—2) le membre de gauche, on trouve la
récurrence:

Po(Xo,s .-, Xn_2) = % Z Pyir1(Xiys Xiys -+ )Pgar1(Xip, Xy, -

ou I'on somme sur les décompositions {0,...,n—3} = /W J, et
/:{il,iz,...}, J:{jl,jg,...}. Et P1 =1.
Example

Ps(Xo, X1, X2, X3) = (2 + 3X3) (Pa(Xo, X1, X2) + P2(Xo) P3(X1, X2)+
Po(X1)P3(Xo, X2) 4+ P2(X2) P3(Xo, X1))
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Nous n'avons toujours pas de solution directe a cette récurrence.
Mais des équations similaires apparaissent dans les travaux de
Féray et Goulden sur des formules d'équerre multivariées.
L'équation précédente a une solution naturelle en terme d'arbres et
d’'équerres, de sorte que le théoreme précédent est équivalent a une
formule d'équerre.

Cependant, il est possible d'avoir un énoncé plus général dont la
preuve est totalement bijective. Il s'agit alors de considérer des
factorisations minimales en cycles.
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Définition
Soit a = (a1,...,a,) avec a; > 2 un vecteur d’entiers. On appelle
factorisation de type a, une factorisation
C=01...0¢r
ot oj est un cycle de longueur a;.
Proposition

Il n'existe pas de telles factorisations si Y :_;(aj —1) < n—1.

La factorisation est dite minimale, si Y /_;(ai—1)=n—1.
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Théoréme
Le nombre de factorisations minimales de c de type a est n"~1.

[Biane 1997] Preuve bijective par récurrence sur r.

[Goulden et Jackson 1996] Caracteres et fonctions symmétriques
[Krattenthaler et Miiller 2010] Formules tres générales pour les
factorisations minimales dans les groupes de Coxeter selon des
types cycliques quelconques.

[Du et Liu 2013] Preuve bijective
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A une factorisation o7 ...0, de type a, on peut toujours associer

une suite de partitions non-croisées my, ..., T, avec
i = MN(oy1 - 0j).
Ainsi ces factorisations sont en bijection avec des suites m, ..., T,

caractérisée par:
» 7, = 1 la partition maximale,

» m;_1 est obtenue a partir de 7; en scindant un bloc B € 7; en
a; — 1 blocs, tel que:

» soit chacun des a; — 1 nouveaux blocs est un intervalle dans B:

Ve e e
» soit a; — 2 nouveaux blocs sont des intervalles voisins dans B
et le dernier bloc est au-dessus:

m

On note mj_1 C 7 dans le premier cas, mj_1 |- 7; dans le
deuxieéme.
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Théoreme
Soit bi =3:_4(aj—1). Ona

r—1 r—1
ST e =TT (6 + 0 — by).
i=0 i=1
otl I'on somme sur les chaines de partitions non-croisées g, ..., T,

correspondant aux factorisations minimales de c de type a.

Cela prouve en particulier le cas précédent pour les factorisations
en transpositions (r =n—1, a; =2, b; = i).

Et la preuve peut se faire par récurrence sur r.
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Soit P,(X1,...,Xr_1) le polynéme pour I'énumération raffinée des
factorisations de type a = (a1, ..., a,).

Pour prouver le théoréeme, il suffit de montrer

Pg(Xla .. 7Xr—1) = Pa/(Xl, ce, Xr—2) X ((n — ar)X,_l + ar).

avec & = (a1,...,3r-2,3,-1 + a, — 1). En effet un récurrence
immédiate donne la forme factorisée pour P,.
Cela se fait en définissant une application W qui a une factorisation
de type a associe une factorisation de type &, telle que:
» chaque élément dans I'image a n pré-images,
» un élément est son image ont le méme poids [ [ X, sauf
éventuellemment pour le facteur X,_;.

» parmi les n préimages d'un élément, n — a, ont un facteur
Xr—1 dans leur poids ] X;, les autres non.
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Comment définir I'application W 7
Soit (o, ..., ) une chaine de partitions pour a.

L'idée est de regarder la chaine de partitions (o, ..., T,—2,7,), qui
a exactement les bons nombres de blocs.

En général, on peut prendre

V(mo,...,m) = (0(m0),...,0(mr—2),0(m,)) pour une permutation
o qui réarrange les blocs de m,_5 (i.e. elle est croissante sur
chaque bloc de o,_», ainsi elle préserve la structure sur les
rafinements et donc le poids en X; pour i < r —1).

Il'y a de nombreux cas a regarder... Par exemple:

Tr—1 = &€W e YV VvVvYy ¢

Tr—2 = &€~® m S

o(mr—2) = (o 2l a Wi )
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Ou alors:

Tr—1 = ﬂm

Tr—2 = m °
o) = ﬁ*ﬁ%«\

Tl = e~ g% o vvv—vve

Tr—2 = « e o o0

|

U(Tr,_z) = « o o0 0 o

etc. (une dizaine de cas en tout).



Et ensuite ?

> Il n'y a pas de version multivariée dans les groupes de Coxeter
en général, mais cela semble &tre toujours le cas dans les
permutations signées (travail en cours...)

» Au lieu des factorisations minimales en cycles, on peut
regarder les chalnes de partitions non-croisées a rangs fixés,
dont I'énumération est un produit de coefficients binomiaux.
On conjecture un raffinement a 2r parametres dont une
spécialisation donne I'énumération des factorisations
minimales (travail en commun avec Jang Soo Kim).
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Merci de votre attention
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