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Résumé

Dans cet exposé, Brigitte Chauvin introduit le modeéle des urnes de Pélya. L’exposé est
centré sur I’étude des urnes a deux couleurs, et plus précisément des “grandes” urnes. L’ora-
trice montre comment utiliser pleinement la structure arborescente de ces urnes pour mieux les
étudier. Elle précise que ces travaux sont en collaboration avec Nicolas Pouyanne, Quansheng
Liu et Cécile Mailler. Outre les références citées dans ce résumé, Brigitte Chauvin conseille la
lecture des notes de cours suivantes, rédigées a ’occasion de 1’école d’été ADAMA 2012 :
- cours de Nicolas Pouyanne : http://pouyanne.perso.math.cnrs.fr/mahdia2012.pdf
- cours de Brigitte Chauvin : http://chauvin.perso.math.cnrs. fr/coursMahdiaBC. pdf

1 Introduction
Une urne de Pdlya est décrite par une composition initiale («, 3)%, et par une matrice de

remplacement
a b
(¢ )

Cela signifie que 'urne contient initialement « boules noires et 8 boules rouges; et qu’a chaque
étape, on tire uniformément au hasard une boule dans I'urne, on regarde sa couleur, on la remet
dans 'urne, et on rajoute a boules noires et b boules rouges si elle était noire, ou ¢ boules noires
et d boules rouges si elle était rouge.

Les urnes étudiées dans cet exposé vérifient la propriété de balance a +b = c+d = S. La
valeur S, appelée balance de 'urne est valeur propre de la matrice de remplacement. La seconde
valeur propre est notée m. On note v; le vecteur propre associé a S et vy le vecteur propre associé
a m. On supposera aussi a, b, c,d > 0, méme si cette hypotheése peut étre affaiblie : il suffit juste
de s’assurer que la composition de I’urne restera toujours positive.

On note U(n) = (By, R,)" la composition de I'urne & I’étape n, c’est a dire le nombre de boules
noires B,, et le nombre de boules rouges R,, qu’elle contient. Le but de I’étude d’une urne est de
mieux comprendre ce vecteur composition au temps n. Le comportement d’'une urne dépend en

3 —_—m
fait du rapport entre ses deux valeurs propres o = .

Théoréme 1.1. (c¢f. Janson [5] ou Pouyanne [8] par exemple)

- Sio< %, on dit que l'urne est petite, et on a le théoréme limite suivant :

U(n) — nvy
vn
en loi, quand n tend vers U'infini, avec G un vecteur Gaussien centré, de variance connue et
explicite.

; 1
- Sio >3,

— G

on dit que l'urne est grande, et on a le théoréme limite suivant :
U(n) = nvi +n° Wy, gva + o(n?) (1)

en loi et dans tous les LP, p > 1, quand n tend vers l'infini.



On s’intéresse notamment dans cet exposé au cas des grandes urnes, et plus précisément a la
variable aléatoire W, g : quel est son support ? admet-elle une densité ? quels sont ses moments ?

Dans cet exposé, loratrice présente tout d’abord le cas de 'urne “originelle” de Pélya, qui
est une urne a d > 1 couleurs, urne qui sera utile dans la suite. Elle présente ensuite les dif-
férentes méthodes qui permettent d’étudier les urnes : la combinatoire analytique, les méthodes
“arborescentes”, et finalement le plongement en temps continu.

2 L’urne “originelle”

L’urne originelle est une urne a d > 2 couleurs, représentée par la matrice de remplacement
SIy (ou I est la matrice identité en dimension d), et de composition initiale (a1, ..., aq). Cette
urne vérifie le théoréme limite suivant (Pélya [7] ou Gouet [4] ou Johnson et Kotz [6]) :

presque sirement et dans tous les LP, p > 1, quand n tend vers l'infini; ou V est un vecteur
aléatoire de Dirichlet de parameétres (O‘—Sl, ceey %Si)

3 L’étude par combinatoire analytique

Les urnes de Pdlya ont été étudiées via des méthodes probabilistes, mais aussi, plus récemment
par combinatoire analytique (voir les travaux de Flajolet [3] et [2]). Dans ce domaine, on représente
la composition de I'urne par un mot BPR? si 'urne contient p boules rouges et g boules noires.
Si l’on tire une boule noire, on “transforme” un B en B R? et si I'on tire une boule rouge, on
“transforme” un R en B°R%!. La composition de I'urne au temps n est donnée par un mot W,,.

Définition 3.1. On appelle histoire de longueur n menant de (ZO) a (Z) une suite de mots
0

Wy = BYR" Wy, ..., W, produits via des transformations B ~ B**1R? ou R ~ B°R!, avec
Wi, qui contient u symboles B et v symboles N. On note

uy U
H, ("
Vo U
Enfin, on introduit la fonction génératrice des ces histoires :

n
() ug u z
— E H, R ey
v v9 U n!

u,v,mEN

le nombre de ces histoires.

H(w,y,z

Cette représentation sous forme de mots méne au résultat suivant :

Théoréme 3.2 (Flajolet, Dumas, Puyhaubert, 2006). Soient X et Y les solutions du probléme
de Cauchy

X = Xa-',—lyb

Y/ — chdJrl

X(0)=z,Y(0) =y

ot xz ety sont tels que xy # 0, alors, pour toute configuration initiale (v, 3)

H<z,y,z

g) = X(2)*Y (2)°.



4 Structure arborescente

4.1 Equations de dislocation

L’idée de cette sous partie est de se ramener de étude de W, g (cf. Equation (1)) pour a et
8 quelconques, a ’étude de deux variables aléatoires Wyg et Woy.

Un processus d’urne de Pélya peut étre vu comme une forét. Chaque boule de la composition
initiale de I'urne est vue comme la racine d’un arbre. Lorsqu’une boule est tirée au hasard, elle
devient un nceud interne et donne naissance a S + 1 fils. Par exemple, si la boule tirée au hasard
était noire, elle donne naissance a a + 1 fils noirs et b fils rouges. Et la nouvelle composition de
I'urne est donnée par les couleurs des feuilles de la forét. A tout instant, cette forét est constituée
de o + B sous-arbres associés aux boules initiales.
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FIGURE 1 — Structure arborescente de l'urnea =2,b=1,c=3 etd=0 de
composition initiale o« = 1 et § = 2.

Si 'on note Dy, (n) le nombre de feuilles & I’étape n dans I’arbre associé a la k°™¢ boule initiale,
comme a chaque tirage, on ajoute S boules dans I’arbre considéré, %

qui ont été effectués dans le sous-arbre k jusqu’a I'étape n. Ainsi,

a+1 a+p
D,(n)—1 D,(n)—1
Unat) = S0 (P =1) 4 S o (P91,
p=1

p=a+2

est le nombre de tirages

En remarquant que (D1(n), ..., Do+s(n)) est la composition d’une urne de Pélya originelle a
I’étape n, on obtient, a la limite,

«@ a+f
(loi) . .
Wap = D (V) Wit + D (V) Wy
p=1 p=1
ou (V1,...,Vasp) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parameétres (s, ..., %)

4.2 Equations de points fixe

Si 'urne est composée initialement d’une seule boule noire, la premiere étape du processus est
déterministe, et la composition de 'urne a I'étape 1 est a + 1 boules noires et b boules rouges.
En considérant ces S + 1 boules comme les racines d’une forét, et en raisonnant de méme que
précédemment, on obtient le systeme suivant :

(l01) —a+1 1,0 S+1 o
Wio ‘2 et vew s + 5 vewy

(loi) S+1
Wor "= S VeWig) + 3t VW)
Il est possible de démontrer par méthode de contraction que ce systéme admet, a moyenne fixée,
une unique solution de carré intégrable. Ce systéme permet ensuite de démontrer 1’existence d’une
densité pour Wy et Wig, et estimer les moments de ces lois. Ce dernier objectif peut aussi étre

complété par une autre approche : celle du plongement en temps continu.



5 Plongement en temps continu

5.1 Définition et connexion

Les urnes de Pélya peuvent étre “plongées en temps continu”. Le processus d’urne en temps
continu est le suivant. A l'instant initial, il y a «a boules noires et S boules rouges dans 1'urne.
Chacune de ces boules est équipée d’une horloge qui sonnera au bout d’un temps aléatoire de
loi exponentielle de parametre 1, et ce indépendamment des autres. Lorsque ’horloge d’une boule
sonne, elle se divise en a+ 1 boules noires et b boules rouges si elle était noire, ou en ¢ boules noires
et d 4+ 1 boules rouges si elle était rouge. On note Ugg(t) la composition de I'urne au temps t.

Si I'on note 7, la date a laquelle une n®™° horloge sonne, on sait que

(UPT(0))nz0 = (U (7))o,

et de plus, (7,)n>0 est indépendant de (UT(7,))n>o0-
On a aussi un théoréme limite en temps continu :

Ugg(t) =névi (14 0(1)) + n”WCBUQ(l + o(1))
presque stirement et dans tous les LP, p > 1. La variable aléatoire £ est connue : elle suit une loi
Gamma(o‘—gﬁ)

Les lois de W, 3 et Wg g sont reliées par une martingale connexion :
(loz
WCT 50 .

avec ¢ de loi Gamma(a+ﬂ ), et £ et W, g indépendantes.

En conséquence, si nous avons des informations sur W7, nous en déduirons des informations
sur W, et réciproquement. Il faut donc choisir le plus “facile a étudier”.

5.2 Equations de dislocation et de point fixe

Tout comme dans le cas discret, on peut établir des équations de dislocation pour se ramener
a létude de WGT et WET

a+8
l
WO?:T (o)) /o (Z XCT 4 Z YCT>
p=a-+1
avec XE T des copies indépendantes de X = Wl%T et YpCT des copies indépendantes de Y = W01 ,

et V = U en loi, avec U uniforme sur [0, 1].
De plus, nous avons aussi un systeme de point fixe donné par les équations :

log a
( )VU( +1X +Z£+¢i+2 p)

v 1) o S+1 )

14 (Zk 1 Xp+ Dt )
ot V.= U* en loi, avec U uniforme sur [0, 1]. Tout comme dans le cas discret, on peut montrer
que, & moyenne fixée, la solution du systéme de point fixe ci-dessus est unique. Ce systéme est
plus simple qu’en cas discret, et permet en particulier de démontrer, par récurrence, que

Théoréme 5.1. Il existe une constante strictement positive Co telle que pour toute constante C1,

pour tout p > 1,
EIXI

CY < < CH(logp)P.

En particulier, la fonction génératrice des moments a un rayon de convergence nul. L’oratrice
insiste sur le fait que l'ordre de grandeur de ces moments est encore inconnu.



5.3 Etude des transformées de Fourier
Si I'on pose '
F(z) = Ee®X
g(x) — EeizY
En utilisant le systéme (2), on peut montrer que F et G vérifient le systéme d’équations différen-
tielles suivant (cf. [1]) :
F(x) +maF'(z) = F(z)*1Gb(z)

G(xz) + mag'(v) = F(2)°G ()

qui, via un changement de variable qui permet de le résoudre et de trouver les expressions explicites
de F et G, est équivalent au systéme suivant :

f/ _ fa-i—lgb
gl — fcgd-‘rl '

Ce dernier systéme est le méme que celui obtenu dans un cadre a priori totalement différent dans
le Théoréme 3.2. Pourquoi le systeme différentiel vérifié par les transformées de Fourier des deux
variables limites en temps continu est égal a celui des fonctions génératrices des histoires dans le
cadre d’une étude par combinatoire analytique ? Ce lien, s’il existe, reste encore mystérieux...

Références

[1] B. Chauvin, N. Pouyanne, and R. Sahnoun. Limit distributions for large Pélya urns. Annals
Applied Prob., 21(1) :1-32, 2011.

[2] P.Flajolet, P. Dumas, and V. Puyhaubert. Some exactly solvable models of urn process theory.
DMTCS Proceedings, AG :59-118, 2006.

[3] P. Flajolet, J. Gabarr6, and H. Pekari. Analytic urns. The Annals of Probability, 33(3) :1200—
1233, 2005.

[4] R. Gouet. Strong convergence of proportions in a multicolor Pélya urn. J. Appl. Prob.,
34 :426-435, 1997.

[5] S. Janson. Functional limit theorem for multitype branching processes and generalized Pélya
urns. Stochastic Processes and their Applications, 110 :177-245, 2004.

[6] N. Johnson and S. Kotz. Urn Models and Their Application. Wiley, 1977.

[7] G. Pdlya. Sur quelques points de la théorie des probabilités. Ann. Inst. Henri Poincaré,
1:117-161, 1931.

[8] N. Pouyanne. Classification of large Polya-Eggenberger urns with regard to their asymptotics.
Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, AD, pages 275286, 2005.



